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Hochgenaue Berechnung der Koh-sionsenergie von festem Argon mit
Abweichungen im J/mol-Bereich
Peter Schwerdtfeger,* Ralf Tonner, Gloria E. Moyano und Elke Pahl

Abstract: Wir pr-sentieren Rechnungen der Koh-sionsenergie
von Argon in der kubisch und hexagonal dichtesten Kugel-
packung mit einer noch nie zuvor erreichten Genauigkeit im
Bereich von 5 J mol@1 (dies entspricht 0.05 % der gesamten
Koh-sionsenergie). Dieselbe relative Genauigkeit im Vergleich
zu experimentellen Daten wurde auch fgr die Gitterkonstante
des fl-chenzentrierten Gitters mit einer absoluten Abweichung
von ungef-hr 0.003 c erreicht. Die hohe Genauigkeit wurde
durch die Verwendung von wellenfunktionsbasierten Metho-
den im Rahmen einer Mehrkçrperentwicklung der Wechsel-
wirkungsenergie ermçglicht. Statische Beitr-ge der Zwei-,
Drei- und Vierkçrperfragmente des Kristalls, die jeweils mit
einer Genauigkeit von unter 1 J mol@1 berechnet wurden,
wurden durch harmonische und anharmonische Nullpunkt-
schwingungskorrekturen erg-nzt. Fgr Edelgas-Festkçrper er-
reicht die Computerchemie hiermit experimentelle Genauigkeit
oder gbertrifft diese sogar.

In der Computerchemie ist es nach wie vor eine große Her-
ausforderung, Dissoziationsenergien mit einer Genauigkeit
von 1 kJmol@1 zu berechnen (im Vergleich mit Hochpr-zisi-
onsmessungen).[1–5] Dies ist selbst fgr die einfachsten Mole-
kgle der Fall. Noch schwerer stellt sich die Lage fgr Fest-
kçrper dar.[6–9] Eine solche Genauigkeit ist allerdings oft
notwendig, um zwischen verschiedenen Polymorphen zu un-
terscheiden und um den richtigen Kristallgrundzustand vor-
herzusagen.[10] John Maddox schrieb bereits 1988, dass es
einer der fortw-hrenden Skandale der physikalischen Wis-
senschaften sei, dass es im Allgemeinen unmçglich ist, die
Kristallstukturen selbst der einfachsten Verbindungen allein
von deren chemischen Zusammensetzung vorauszusagen.[11]

Diese Aussage trifft auch 30 Jahre sp-ter noch zu,[12] trotz
einiger Fortschritte in der Ab-initio-Behandlung von Fest-

kçrpern in den letzten Jahren.[9, 13,14] Die F-higkeit, Polymor-
phie genau zu beschreiben, ist neben dem rein theoretischen
Interesse auch von praktischer Bedeutung, z.B. in der Ent-
wicklung von Pharmazeutika.

Ein bemerkenwertes Beispiel fgr energetisch nahelie-
gende Polymorphe liefern die Edelgase, fgr welche die ku-
bisch fl-chenzentrierten (fcc) und hexagonal dichtesten (hcp)
Packungen energetisch fast entartet sind. Nichtsdestotrotz
findet man vorwiegend die fcc-Struktur – und weder die hcp-
Struktur noch sogenannte Barlow-Packungen, die eine zu-
f-llige Mischung von fcc- und hcp-Lagen aufweisen. Die hcp-
Struktur wurde bisher nur als metastabile Phase in frisch ge-
frorenem Argon von Barrett und Meyer gefunden.[15,16] Unter
sehr hohen Drgcken wird ein Phasengbergang von der fcc-
zur hcp-Struktur erwartet, der kritische Druck hierfgr liegt
wahrscheinlich im Bereich von 5 bis 50 GPa, der genaue Wert
ist aber noch ungekl-rt. Viele Fragen sind offen: Warum be-
vorzugt die Natur den fcc-Kristall? Wie findet das Kristall-
wachstum der Edelgas-Kristalle statt und fghrt zu den beob-
achteten fcc-Strukturen? Bei welchem Druck findet der fcc-
hcp-3bergang statt? Um solche Fragen zu kl-ren, mgssen wir
zun-chst in der Lage sein, die Koh-sionsenergie am absoluten
Nullpunkt genau zu berechnen. Im folgenden zeigen wir, wie
fgr den Argonkristall eine Genauigkeit im Bereich von
1 J mol@1 erreicht werden kann.

Wellenfunktionsbasierte Methoden, bei denen Elektro-
nenkorrelation explizit bergcksichtigt wird, sind bereits zuvor
erfolgreich auf diese Art von Problemen angewandt worden.
Ein Beispiel ist die Inkrementenmethode, die auf einer
Mehrkçrperentwicklung der Wechselswirkungsenergie
beruht.[17–19] Diese Methode wurde sogar auf einige ausge-
w-hlte metallische Systeme angewandt.[20,21] Innerhalb der
Mehrkçrperbeschreibung des N-atomigen Systems wird die
gesamte Wechselwirkungsenergie aufgeteilt in Beitr-ge aller
mçglichen Dimere, Trimere und grçßeren Fragmente. Kon-
vergenz kann dann erreicht werden, wenn die Wichtigkeit der
Fragmente mit zunehmender Grçße schnell abnimmt.

Fgr Edelgase liegt eine gute Konvergenz der Mehrkçr-
perentwicklung unter Normalbedingungen (d.h. bei niedri-
gen Drgcken und Temperaturen) vor. Edelgase stellen daher
einen idealen Testfall fgr genauere quantenchemische Me-
thoden dar. Durch Berechnung der Vielkçrperbeitr-ge mit
hochgenauen, relativistischen Coupled-Cluster-Methoden
wurden in den letzten Jahren eindrucksvolle Ergebnisse fgr
Festkçrpereigenschaften, Phasengberg-nge und die Zu-
standsgleichung erhalten.[13,22–29] Als Erkl-rung fgr die leichte
energetische Bevorzung der dichtesten Kugelpackung im fcc-
Gitter gegengber derjenigen im hcp-Gitter wurden kgrzlich
Nullpunktschwingungseffekte jenseits der Einstein-N-herung
in der Grçßenordung von wenigen J mol@1 vorgeschlagen.[13,30]
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Solch geringe Energieunterschiede unterschiedlicher Poly-
morphe kçnnen momentan nicht mithilfe von Dichtefunk-
tionalmethoden erhalten werden, die ansonsten h-ufig in
Festkçrperrechnungen eingesetzt werden.[10] Auch die Be-
nutzung von Korrekturschemata zur genaueren Behandlung
der Dispersion -ndert die Lage nicht.[31] Daher werden aus-
gefeilte wellenfunktionsbasierte Methoden bençtigt. Wie wir
im Weiteren sehen werden, wird dies jedoch selbst fgr die
Edelgase zu einer großen Herausforderung.

Im folgenden werden wir die fcc- und hcp-Polymorphe
von Argon untersuchen, indem wir alle wichtigen n-Kçrper-
Beitr-ge zur Koh-sionsenergie und fgr die Gitterparameter
(bei 0 K) aufaddieren. Die gesamte Koh-sionsenergie pro
Atom Ecoh(V) h-ngt gber die Gitterkonstante vom Volumen
V der Elementarzelle ab. Sie kann in statische Estat

coh Vð Þ und
dynamische Edyn

coh Vð Þ Beitr-ge unterteilt werden, wobei die
dynamischen Beitr-ge von der Nullpunktschwingung her-
rghren:

Ecoh ¼ Estat
coh Vð Þ þEdyn

coh Vð Þ ð1Þ

Fgr die statischen Beitr-ge werden im Rahmen der
Mehrkçrperentwicklung Zwei-, Drei- und Vierkçrperbeitr--
ge, E nð Þ Vð Þ, sowie der zweikomponentige Beitrag E 2ð Þ

2C Vð Þ
bergcksichtigt. E 2ð Þ

2C Vð Þ beinhaltet im Wesentlichen Effekte
der Spin-Bahn-Kopplung:

Estat
coh Vð Þ ffi E 2ð Þ Vð Þ þE 3ð Þ Vð Þ þ E 4ð Þ Vð Þ þ E 2ð Þ

2C Vð Þ ð2Þ

Fgr die Auswertung der Mehrkçrperenergien E nð Þ Vð Þ
nutzen wir die Translationssymmetrie des Kristalls aus, indem
wir z. B. fgr die Zweikçrperenergie die Einzelbeitr-ge
DE(2)(R0i) aller Dimere aufaddieren, die von den Atomen des
Kristalls und dem (willkgrlich) ausgew-hlten Referenzatom
aufgebaut sind. R0i bezeichnet den Abstand des i-ten Atoms
zum Referenzatom 0. Abbildung 1 zeigt die n-Kçrper-Ein-
zelbeitr-ge DE(n)(R) in Abh-ngigkeit des Kern-Kern-Ab-
stands R (fgr gleichseitige Vielecke). Fgr eine ausfghrliche
Diskussion der Zwei- und Dreikçrperpotenziale verweisen
wir auf die jeweiligen Referenzen.[32–34]

Wie man der Abbildung entnimmt, werden die n-Kçrper-
Beitr-ge DE(n) mit zunehmendem n um mehr als eine Grç-
ßenordnung kleiner; dasselbe trifft fgr die gesamten n-
Kçrper-Energien E(n) zu. Dies ist der Grund fgr die schnelle
Konvergenz der Mehrkçrperentwicklung fgr Edelgase wie
Argon und stellt die Rechtfertigung dar fgr den Abbruch der
Entwicklung nach dem vierten Glied, wie in Gleichung (2)
gezeigt. Der Fgnfkçrperbeitrag kann auf weniger als
0.1 J mol@1 abgesch-tzt werden. Wir stellen auch fest, dass die
Drei- und Vierkçrperterme in der N-he des kleinsten
Atomabstandes in Argon (3.7560 c fgr die fcc-Struktur)[15]

durch Drudes klassisches Dispersionsmodell gut beschrieben
wird.[35,36] Des Weiteren sieht man, dass der Nulldurchgang
aller Kurven in der N-he des Abstandes harter Kugeln bei
R2¼3.3574 c liegt. Der Abstand R2 ist durch DE 2ð Þ R2ð Þ= 0
festgelegt. Fgr DE(3)(R3) liegt die Nullstelle bei R3 =

3.3436 c und fgr DE(4)(R4) bei R4 = 3.3127 c und es gilt R2>

R3>R4. Wir wollen hier auch anmerken, dass die drei besten
Zweikçrperpotenziale sehr -hnliche Eigenschaften haben:

Der Gleichgewichtsabstand re, die Potenzialtiefe De und der
Abstand harter Kugel R2 liegen fgr das Potenzial von J-ger
et al. (JHBV) (in Abbildung 1) bei re = 3.7618 c, De =

1190.0 J mol@1 und R2 = 3.3574 c.[32] Fgr das Potenzial von
Patkowski and Szalewicz (PS) findet man re = 3.7624 c, De =

1188.5 J mol@1, R2 = 3.3577 c,[32] und fgr das von Aziz (Az)
re = 3.7570 c, De = 1190.9 J mol@1, R2 = 3.3502 c.[37] Das em-
pirische Potenzial von Aziz ist an Rotations-Schwingungsda-
ten gefittet und weist einen etwas kgrzeren Gleichgewichts-
abstand auf als die beiden Ab-initio-Kurven.[37]

Eine erste N-herung fgr den dynamischen Anteil der
Koh-sionsenergie, also fgr die Effekte der Nullpunktschwin-
gung (zero-point energy, ZPE), ist durch die Einstein-N-he-
rung (ZPE-E) gegeben. Innerhalb dieser N-herung werden
die Beitr-ge eines einzelnen Atoms, das sich im statischen
Feld der gbrigen Atome (die auf ihren Originalpositionen
eingefroren sind) bewegt. Im folgenden werden die Auswir-
kungen der Nullpunktschwingung auf die Zwei- und Drei-
kçrperbeitr-ge behandelt. Das Feld der anderen Atome wird
dabei durch ein harmonisches Potenzial oder genauer durch
(eine stçrungstheoretische)[30] Einbeziehung anharmonischer
Effekte beschrieben. Daraus resultieren vier Korrekturterme,
die unterschieden werden durch den oberen Index n fgr die n-
Kçrper-Effekte und den unteren Index HZPE oder AHZPE
fgr die harmonische bzw. anharmonische Beschreibung des
Potenzials. Des Weiteren verbessern wir den harmonischen
Zweikçrperbeitrag durch Einbeziehung von Phononen-Dis-
persionseffekten E 2ð Þ

HZPE@PD Vð Þ, die gber die Einstein-N-he-
rung hinausgehen:

Edyn
coh Vð Þ ffi E 2ð Þ

HZPE@E Vð Þ þ E 3ð Þ
HZPE@E Vð Þ þ E 2ð Þ

AHZPE Vð Þ þ E 3ð Þ
AHZPE

þE 2ð Þ
HZPE@PD Vð Þ

ð3Þ

Abbildung 1. n-Kçrper-Beitr-ge DE(n)(R) (in J mol@1) als Funktion der
Kern-Kern-Abst-nde R (in b). Das Zweikçrperpotenzial stammt von
J-ger et al.,[32] das Dreikçrperpotenzial von Cencek et al..[34] Man be-
achte, dass der Dreikçrperbeitrag mit dem Faktor 10 und der Vierkçr-
perbeitrag mit dem Faktor 100 skaliert wurde. Ffr das Drei- bzw. Vier-
kçrperpotenzial wurde das gleichseitige Drei- bzw. Viereck gew-hlt.
Der Vierkçrperbeitrag stammt von relativistischen CCSD(T)-Rechnun-
gen und wird zu Vergleichszwecken zusammen mit Ergebnissen des
langreichweitigen Drude-Modells gezeigt. Der experimentell bestimmte
und auf den absoluten Nullpunkt extrapolierte Abstand der n-chsten
Nachbarn in Argon[38] ist als gestrichelte, vertikale Linie gezeigt.
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Computertechnische Details der Rechnungen der ver-
schiedenen statischen und dynamischen Beitr-ge werden im
letzten Abschnitt beschrieben.

Tabelle 1 fasst die Ergebnisse unserer Festkçrperrech-
nungen fgr den Argonkristall in fcc- und hcp-Struktur zu-
sammen: Die Tabelle enth-lt auf der linken und rechten Seite
die fcc- und hcp-Ergebnisse und zeigt jeweils die Gitterkon-
stante a, das zugehçrige Volumen V, die Koh-sionsenergie
Ecoh und den Kompressionsmodul B. Die erste Reihe beginnt
mit den statischen Zweikçrperbeitr-gen E(2), in den n-chsten
Reihen werden dann nach und nach die weiteren Beitr-ge
von Gleichungen (2) und (3) hinzugefggt, wodurch die Ge-
nauigkeit schrittweise verbessert wird. Die letzte Spalte zeigt
den Unterschied in den Energien des fcc- und hcp-Gitters.
Der untere Teil der Tabelle schließlich enth-lt Ergebnisse, die
unter Benutzung des PS- bzw. Az-Zweikçrperpotentials an-
stelle des JHBV-Potenzials erhalten wurden, sowie Dichte-
funktional- und experimentelle Ergebnisse.

Die Endergebnisse fgr die Gitterkonstante, Koh-sions-
energie und Kompressionsmodul stimmen sehr gut mit ex-
perimentellen Werten gberein. Wir erzielen eine bisher nicht
erreichte Genauigkeit von maximal jDEcoh j= 5 J mol@1 fgr
die Koh-sionsenergie, was im Bereich des experimentellen
Fehlers liegt. Fgr die Gitterkonstante finden wir eine Ab-
weichung von maximal jDa j= 0.003 c und fgr den Kom-
pressionsmodul jDB j= 2 kbar. Wir mçchten anmerken, dass
fgr diese Genauigkeit der sehr kleine Vierkçrperbeitrag be-
nçtigt wird. Im Vergleich zu einer frgheren Verçffentlichung
von Rościszewski et al.[13] (E(4) + 65.4 J mol@1 verglichen mit

unserem Wert von @7.7 J mol@1) hat unser Vierkçrperbeitrag
sowohl die richtige Grçßenordnung als auch das richtige
Vorzeichen. (Das Drude-Modell sagt eine alternierende
Reihe fgr die n-Kçrper-Beitr-ge im langreichweitigen Be-
reich voraus, und somit ein negatives Vorzeichen fgr die
Vierkçrperbeitr-ge.) Des Weiteren ist anzumerken, dass
nicht nur die Zweikçrper-ZPE-Effekte notwendig sind, son-
dern auch die anharmonischen und Dreikçrperkorrekturen,
um die angestrebte J/mol-Genauigkeit zu erzielen.

Die Genauigkeit der einzelnen n-Kçrper-Beitr-ge ver-
dient eine genauere Betrachtung: Der Einfluss des Fehlers im
Zweikçrperbeitrag auf die Koh-sionsenergie, der von einem
unvollst-ndigen Basissatz und Beschr-nkungen in der Me-
thode zur Behandlung der Elektronenkorrelation herrghrt,
kann durch Benutzung eines Lennard-Jones-Potenzials auf
DerrEcoh = 8.6093DerrDe abgesch-tzt werden. Der Unterschied
von 1.497 J mol@1 in den Dissoziationsenergien De des JHBV-
und des PS-Zweikçrperpotenzials fghrt danach zu einer Ab-
weichung von 12.9 J mol@1 in den Koh-sionsenergien, was in
guter 3bereinstimmung mit dem von uns gefundenen Un-
terschied von 11.6 J mol@1 ist (siehe Tabelle 1). Das JHBV-
Potenzial weist eine etwas grçßere Dissoziationsenergie auf
und liegt n-her an dem empirischen Az-Potenzial und ist
deshalb wahrscheinlich etwas genauer als das PS-Potenzial. In
dem JHBV-Potenzial[32] sind Effekte der Spin-Bahn-Kopp-
lung noch nicht enthalten. Diese Effekte wurden in unseren
Rechnungen daher getrennt bergcksichtigt. Sie sind mit un-
gef-hr 1 J mol@1 fgr den Festkçrper sehr klein, was auch be-
reits von Patkowski und Szalewicz[33] angemerkt wurde. Der

Tabelle 1: Beitr-ge der statischen n-Kçrper-Energie E(n)(V) und der Nullpunktschwingung EðnÞZPE Vð Þ zu der Gitterkonstanten a (in b), dem molaren
Volumen V (in cm3 mol@1), der Koh-sionsenergie Ecoh (in Jmol@1) und dem Kompressionsmodul B (in kbar) ffr die fcc- und hcp-Polymorphe. Die
Einzelbeitr-ge der Gleichungen (2) und (3) werden nacheinander hinzugeffgt, wodurch die Konvergenz zu den Endergebnissen verdeutlicht wird. Die
letzte Spalte zeigt den Unterschied der Koh-sionsenergien DEfcc=hcp

coh der fcc- und der hcp-Phasen. Der untere Teil der Tabelle schließlich enth-lt
Resultate, die unter Benutzung des PS-[33] bzw. Az-Potenzials[37] anstelle des JHBV-Potenzials[32] berechnet wurden, sowie Dichtefunktionalergebnisse
und experimentelle Daten.

fcc hcp

Term a V Ecoh B a V Ecoh B DEfcc=hcp
coh

E(2) 5.2129 21.3266 @9200.16 37.322 3.6860 21.3259 @9201.37 37.328 1.21
þE 2ð Þ

2C 5.2128 21.3259 @9201.42 37.328 3.6860 21.3252 @9202.63 37.333 1.21
þE 3ð Þ 5.2571 21.8740 @8515.77 33.319 3.7173 21.8729 @8516.89 33.323 1.11
þE 4ð Þ 5.2564 21.8648 @8523.43 33.353 3.7168 21.8641 @8524.15 33.355 0.72
þE 2ð Þ

HZPE@E 5.3195 22.6619 @7710.52 27.939 3.7614 22.6613 @7711.19 27.942 0.67
þE 2ð Þ

HZPE@PD 5.3163 22.6218 @7737.99 28.188 3.7599 22.6344 @7728.99 28.113 @9.00
þE 2ð Þ

AHZPE 5.3156 22.6121 @7722.07 28.334 3.7594 22.6251 @7713.34 28.266 @8.73
þE 3ð Þ

HZPE@E 5.3147 22.6006 @7717.22 28.372 3.7588 22.6137 @7708.43 28.302 @8.79
þE 3ð Þ

AHZPE 5.3147 22.6013 @7717.47 28.361 3.7588 22.6146 @7708.66 28.155 @8.81

EPS
coh

[a] 5.3156 22.6123 @7705.88 28.224 3.7594 22.6247 @7696.84 28.183 @9.05
EAz

coh
[b] 5.3077 22.5116 @7709.02 28.107 3.7538 22.5242 @7699.81 28.090 @9.20

PBE[c] 5.7765 29.0185 @4044.9 12.05 4.0904 29.1439 @4021.6 12.02 @23.3
PBE-D2[c] 5.3212 22.6846 @11040.8 36.10 3.7632 22.6934 @11012.4 35.12 @28.4
PBE-D3[c] 5.4889 24.8969 @10418.2 24.90 3.8815 24.9019 @10378.3 24.45 @39.9

Exp. 5.3118[d] 22.564[d] @7722(11)[e] 26.4[f ] 3.7609[d] 22.652[d]

Exp. 5.3002(1)[g] 22.416(1)[g] @7724[h] 23.8(1.7)[i]

[a] Mit den Zweikçrperbeitr-gen des PS-Potenzials berechnet (Lit. [33]). [b] Mit den Zweikçrperbeitr-gen des Az-Potenzials, aber ohne den Beitrag
E 2ð Þ

2C berechnet (Lit. [37]). [c] PBE-Ergebnisse ohne Nullpunktschwingungs(ZPE)-Korrekturen. [d] Rçntgenbeugungsdaten von Barrett und Meyer.[15]

[e] Thermodynamische Daten von Schwalbe et al.[39] [f ] Neutronenbeugung (Batchelder et al., Lit. [40]). [g] Rçntgenbeugung (Peterson et al. , Lit. [38]).
[h] Thermodynamische Daten von Pollack.[41] [i] Neutronenbeugung (Dorner et al., Lit. [42]).
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Fgnfkçrperbeitrag wird einen abstoßenden Beitrag an der
Gleichgewichtsgeometrie liefern, und wird auf unter 1 J mol@1

abgesch-tzt (dem Trend der abnehmenden Grçße der Zwei-
bis Vierkçrperbeitr-ge folgend). Insgesamt ergibt sich, dass
der erhaltene Wert der Koh-sionsenergie auf mindestens
10 J mol@1 genau ist und somit im experimentellen Fehlerbe-
reich liegt.

Wenden wir uns der Festkçrperstruktur zu, stellen wir
fest, dass ein Umgebungsdruck von 101.325 kPa die Gitter-
konstante um weniger als 4.5>10@5 c senkt und daher ver-
nachl-ssigbar ist. Genaugenommen kçnnen die theoretisch
und experimentell bestimmten Bindungsabst-nde nicht
direkt miteinander verglichen werden, und der theoretische
Fehler kann noch im Bereich von 10@3 c liegen.[43] In Anbe-
tracht der ziemlich „großen“ Unterschiede in den beiden
experimentellen Werten sehen wir trotzdem Bedarf fgr neue
experimentell Messungen. Auch w-re ein genauerer Wert fgr
den experimentellen Gleichgewichtsabstand des Argon-
Dimers, der aus Rotations-Schwingungsdaten erhalten wird,
wgnschenswert. Der Kompressionsmodul ist sehr schwer zu
messen, und die gefundenen Abweichungen von unserem
Wert (bei 0 K) kçnnten durchaus von der Unsicherheit in den
experimentellen Daten stammen.

Zum Schluss mçchten wir noch auf die Stabilit-t der fcc-
gegengber der hcp-Struktur eingehen. Es ist altbekannt, dass
das einfache Lennard-Jones-Potenzial die hcp-Phase bevor-
zugt.[44] Tabelle 1 zeigt, dass dies auch fgr die hier betrachte-
ten Zweikçrperpotenziale zutrifft, auch wenn nur ein sehr
geringer Unterschied von 1.2 J mol@1 gefunden wird. Sowohl
das Hinzufggen der Drei- und Vierkçrperbeitr-ge als auch
die Einbeziehung der Nullpunktschwingung im Rahmen der
Einstein-N-herung -ndern die Situation nicht wesentlich.
Erst die Kopplung der Schwingungen im Festkçrper, d.h. der
Phononendispersion, fghrt zu einer deutlichen Bevorzugung
der fcc- gegengber der hcp-Struktur. Letztendlich erhalten
wir einen Energieunterschied von 8.8 J mol@1. Dies ist offen-
sichtlich genug, um die fcc-Phase zu stabilisieren, entgegen
der Voraussagen von Ostwalds Stufenregel. Die fcc-Struktur
wird gbrigens bereits energetisch um 12.1 J mol@1 bevorzugt,
wenn wir nur die Zweikçrperbeitr-ge und die Phononendi-
spersion bergcksichtigen. Zudem weist die fcc-Struktur bei
endlicher Temperatur eine hçhere Entropie als die hcp-
Struktur auf.[45]

Wir wollen auch anmerken, dass keine der benutzten
Dichtefunktionale den Unterschied zwischen den fcc- und
hcp-Strukturen korrekt wiedergibt (siehe Tabelle 1), auch
wenn Dispersionskorrekturen benutzt werden. (Unserer
Meinung nach werden auch keine der anderen vielverwen-
deten Dichtefunktionale dies tun.) Natgrlich sind wir uns im
Klaren dargber, dass die Edelgase einen Idealfall fgr eine
quantenchemische Vielkçrperbehandlung darstellen.

Am Schluss wollen wir noch erw-hnen, dass die hcp-
Struktur als metastabile Phase in frisch gefrorenem Argon
von Barret und Meyer gefunden worden ist.[15,16] Sie fanden
ein ideales Verh-ltnis der Gitterkonstanten von c/a& 6.1429/
3.7609&

ffiffiffiffiffiffiffiffi
8=3

p
. Die gefundene Gitterkonstante a stimmt

hervorragend mit unserem Wert von a = 3.7588 c gberein.
Zusammenfassend kçnnen wir festhalten, dass wir nun

eine Genauigkeit im Bereich von wenigen J mol@1 bei der

Berechnung der Koh-sionsenergie von Argon erreicht haben
und damit auch den korrekten Energieunterschied der fcc-
und hcp-Struktur bestimmen konnten. Dies ist ein großer
Fortschritt seit den Tagen der ersten Ab-initio-Rechnungen
von Lçwdin an kristallinen Systemen.[46, 47] Wir arbeiten be-
reits an neuen Herausforderungen, die darin bestehen, die
beschriebene Vielkçrperbehandlung auf die schwereren
Edelgase und auf Molekglkristalle bei endlichen Tempera-
turen und Drgcken anzuwenden.

Computermethoden
Alle Festkçrperrechnungen wurden mit unserem Pro-
grammpaket SAMBA[30] durchgefghrt. Die Mehrkçrperent-
wicklung des statischen Anteils der gesamten Koh-sions-
energie Estat

coh Vð Þ pro Atom fgr ein gegebenes Volume V ist
(unter Benutzung der Translationssymmetrie des Kristalls)
gegeben durch:[30,48]

Estat
coh Vð Þ ¼

Xn

k¼2

E kð Þ Vð Þ ffi 1
2

XN2

i¼1

DE 2ð Þ R0ið Þ þ 1
3

XN3

i¼1

XN3

j>i

R0i;R0j;Rij

E C
þ 1

4

XN4

i¼1

XN4

j>i

XN4

k>j>i

DE 4ð Þ R0i;R0j;R0k;Rij;Rik;Rjk

E Cþ . . .

ð4Þ

Der Ausdruck auf der rechten Seite stellt bereits eine
N-herung der Koh-sionsenergie dar, da wir die Summationen
der Zwei-, Drei- bzw. Vierkçrperbeitr-ge auf eine endliche
Anzahl von Atomen N2, N3 bzw. N4 beschr-nken. Wir kçnnen
zudem die Entwicklung (4) abbrechen, wenn eine schnelle
Konvergenz bezgglich der Ordnung n vorliegt. Die Ent-
wicklung wird exakt im Grenzfall n, Ni !1.[19] DE(k) be-
zeichnet den k-Kçrper-Energiebeitrag, der von dem k-
Kçrper-Fragment herrghrt, das durch die Kern-Kern-Ab-
st-nde Rij zwischen den Atomen i und j fgr ein gegebenes
Gittervolumen V charakterisiert ist. Dem (willkgrlich ge-
w-hlten) Zentralatom wird der Index 0 zugewiesen.

Als Zweikçrperpotenzial benutzen wir das analytische
Paarpotenzial von J-ger et al. (JHBV), das Elektronenkor-
relation auf dem Niveau von CCSDT(Q) sowie skalar-rela-
tivistische Effekte enth-lt, siehe Lit. [32,49]. Der Spin-Bahn-
Beitrag wurde aus X2C/CCSD(T)-Rechnungen[50] erhalten
und an die folgende Funktion gefittet (die von der London-
Dispersionsformel abgeleitet wurde):

DE 2ð Þ
SO Rij

E C ¼ @CSOR@6
ij ð5Þ

Der Wert des Koeffizienten CSO betr-gt 3.81>10@3 a.u.
und Rij ist der Kern-Kern-Abstand des Dimers bestehend aus
den Atomen i und j. Als Dreikçrperpotenzial wurde das Po-
tenzial von Cencek et al. benutzt, das auf CCSDT(Q)-Niveau
und unter Einbeziehung skalar-relativistischer Effekte aus-
gewertet wurde.[34] Fgr Neon konnte gezeigt werden, dass
bereits der klassische Dreifach-Dipol(Axilrod-Teller)-Beitrag
eine gute N-herung im langreichweitigen Bereich liefert.
Daher nahmen wir fgr den Vierkçrperbeitrag des Tetramers
mit Atomen i, j, k und l den aus dem klassischen Drude-
Modell hergeleiteten Dipol-Dipol-Ausdruck vierter Ordnung
(DE 4ð Þ ffi DE 4ð Þ

DD):
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DE 4ð Þ
DD ijklð Þ ¼ w½f ijklð Þ þ f ijlkð Þ þ f ðikjlÞA ð6Þ

mit

f ijklð Þ¼ ðRijRjkRklRilÞ@3½ð~uij ?~ujkÞ2 þ ð~uij ?~uklÞ2 þ ð~uij ?~uliÞ2
þð~ujk ?~uklÞ2 þ ð~ujk ?~uliÞ2 þ ð~ukl ?~uliÞ2
@3 ~uij ?~ujk

E C
~ujk ?~ukl

E C
~ukl ?~uij

E C@ 3 ~uij ?~ujk

E C
~ujk ?~uli

E C
~uli ?~uij

E C
@3 ~uij ?~ukl

E C
~ukl ?~ulið Þ ~uli ?~uij

E C@ 3 ~ujk ?~ukl

E C
~ukl ?~ulið Þ ~uli ?~ujk

E C
þ9 ~uij ?~ujk

E C
~ujk ?~ukl

E C
~ukl ?~ulið Þ ~uli ?~uij

E C@ 1A
ð7Þ

Hier bezeichnet ~uij den Einheitsvektor, der in die Rich-
tung von Atom i zu Atom j zeigt. Der Vorfaktor w wurde
analog zu Johnsson and Spurling gew-hlt (und um einen
fehlenden Faktor 8 korrigiert):[51] w ¼ @ð45=32Þ ca4 mit
einem Skalierungsfaktor[53] von c = 0.6963 und der Dipol-
Polarisierbarkeit a = 11.07 a.u., die von experimentellen
Messungen stammt.[54,55] Das langreichweitige Verhalten, das
vom Drude-Modell vorausgesagt wird, wurde durch skalar-
relativistische CCSD(T)-Rechnungen[56] best-tigt. Die
CCSD(T)-Rechnungen wurden unter Benutzung von Dun-
nings korrelationskonsistentem „augmented triple-zeta“-Ba-
sissatz[57] durchgefghrt, der fgr Douglas-Kroll-Rechnungen[58]

angepasst wurde und counter-poise-Korrekturen[59] zur Ein-
schr-nkung des Basissatz-Superpositionsfehlers enth-lt. Fgr
die Behandlung der Korrelation aller Elektronen wurde der
gesamte Raum aller aktiven Orbitale benutzt. Um stabile
Ergebnisse im gebundenen Bereich des Vierkçrperpotenzials
zu erhalten, mussten die Coupled-Cluster-Energien auf Ge-
nauigkeiten unter 10@9 a.u. konvergiert werden.

Um den statischen Anteil der Koh-sionsenergie von
Gleichung (4) mit der gewgnschten Genauigkeit zu erhalten,
mussten wir fgr den Zweikçrperbeitrag gber N2~ 700 000
Atome aufsummieren, fgr den Dreikçrperbeitrag waren N3~
67500 Atome nçtig und fgr den Vierkçrperbeitrag N4 ~ 7500
Atome. Da der Computeraufwand mit zunehmender Ord-
nung n ungef-hr proportional zu O(Nn@1) anw-chst, mussten
wir die Anzahl der Atome entsprechend reduzieren. Wir
haben jedoch gberprgft, dass jeder Beitrag auf eine Genau-
igkeit von 0.01 J mol@1 auskonvergiert ist.

Der Beitrag, der durch die harmonische Nullpunkt-
schwingung (ZPE) verursacht wird, wurde wie folgt fgr das
Zweikçrperpotenzial ausgewertet:[60]

E 2ð Þ
HZPE@E þ E 2ð Þ

HZPE@PD ¼
1

2N

X
~k;i

(h wi
~k
0 /

ð8Þ

Die dynamischen Matrizen wurden dabei sowohl fgr die
fcc- wie auch die hcp-Struktur aufgestellt und im reziproken
Raum diagonalisiert, um die Frequenzen wi

~k
0 /

zu erhalten.
Hierzu wurden k Gitterpunkte gleichm-ßig in der Brioullin-
Zone verteilt und das Gitter wurde groß genug gew-hlt, so
dass die Nullpunktschwingungsbeitr-ge mit Genauigkeiten
von 1 J mol@1 erhalten wurden. Der Dreikçrperbeitrag zur
Nullpunktschwingung wurde innerhalb der Einstein-N-he-
rung ausgewertet, wobei sich das Zentralatom in dem Zwei-
bzw. Dreikçrperfeld aller anderen, fixierten Atome bewegt.
(Wir verweisen hier auf die Diskussion in Lit. [22].) Die an-

harmonischen Korrekturen wurden schließlich durch eine
stçrungstheoretische Behandlung (bis vierter Ordnung) des
internen Kraftfeldes im Rahmen der Einstein-N-herung er-
halten.[30]

Der Kompressionsmodul B berechnet sich aus den vom
Volumen abh-ngigen Beitr-gen in Gleichung (2) durch Be-
nutzung von B = V@1d2E/dV2. Die numerische Stabilit-t der
Prozedur wurde getestet und die Genauigkeit ist besser als
0.0001 c fgr die Gitterkonstante, 0.1 Jmol@1 fgr die Koh-si-
onsenergie und 0.1 kbar fgr den Kompressionsmodul. (Die
Werte sind teilweise mit einer grçßeren Anzahl an signifi-
kanten Stellen angegeben, um die Unterschiede zwischen den
fcc- und hcp-Daten zu verdeutlichen). Fgr Argon wurde die
empfohlene Masse von 39.948 amu benutzt. Der Unterschied
in den Effekten der Nullpunktschwingung ist vernachl-ssig-
bar, wenn stattdessen die Masse von 40-Ar genommen wird.

Die Dichtefunktionalrechnungen wurden mithilfe des
VASP-Programmpaketes durchgefghrt, wobei ein Basissatz
aus ebenen Wellen (mit einer Cut-off-Energie von Ec =

800 eV) und der Standard-„projected augmented wave“-
(PAW)-Datensatz fgr Argon mit einem Sampling des k-
Raumes (7 X 7 X 7) unter Benutzung des Monkhorst-Pack-
Schemas verwendet wurde.[61] Die Wechselwirkung zwischen
den Elektronen wurde innerhalb der „generalised gradient“-
N-herung des Austausch-Korrelations-Funktionals[62] unter
Einbeziehung von Grimmes Dispersionskorrekturen (PBE-
D2[63] and PBE-D3)[64,65] berechnet.[66] Es wurden sehr enge
Konvergenzkriterien fgr das SCF-Verfahren (10@10 eV) und
die Strukturoptimierung (5 X 10@3 eVc@1) gew-hlt.
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